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RESUMO: O Huanglongbing (HLB) e´ considerado atualmente a mais grave doenc¸a da citri-
cultura nacional, devido aos enormes prejuı´zos econoˆmicos que pode causar. Este trabalho
apresenta um modelo matema´tico epidemiolo´gico para avaliar a evoluc¸a˜o temporal da doenc¸a
considerando o sistema planta (citros) - inseto vetor (Diaphorina citri). Com base na litera-
tura determinou-se faixas de variac¸a˜o para os paraˆmetros biolo´gicos do modelo. A partir da
criac¸a˜o de cena´rios de simulac¸a˜o verificou-se numericamente algumas condic¸o˜es que favore-
cem a evoluc¸a˜o da doenc¸a.
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MATHEMATICAL MODELLING OF TEMPORAL DYNAMICS OF
CITRUS HLB
ABSTRACT: The Huanglongbing (HLB) is currently considered the most serious disease of
citrus in Brazil, due to its potential for causing economic damage. This paper presents a mathe-
matical model to evaluate the epidemiological evolution of the disease considering the system
plant (citrus) - insect vector (Diaphorina citri). Ranges of variation were determined for the
biological parameters of the model, based on the literature. From simulation scenarios it was
found numerically some conditions that can favor the evolution of the disease.
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1. INTRODUC¸A˜O
O Brasil e´ um dos maiores produtores de citros do mundo, nego´cio que gera mais de 400 mil
empregos, sendo o Estado de Sa˜o Paulo responsa´vel por 80% da produc¸a˜o nacional de laranja
(BELASQUE JR et al.,2010). Devido a essa importaˆncia econoˆmica, a presenc¸a de doenc¸as
como o Huanglongbing ou HLB (ex greening) em plantac¸o˜es gera enormes preocupac¸o˜es.
Identificado inicialmente na China, os primeiros relatos da presenc¸a da HLB no Brasil datam
de 2004, nos pomares do Estado de Sa˜o Paulo (TEIXEIRA et al.,2010). O HLB e´ caracteri-
zado pela presenc¸a da bacte´ria Candidatus Liberibacter spp., que e´ transmitida para a planta
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pelo psilı´deo (Diaphorina Citri), inseto presente nos pomares brasileiros desde a de´cada de 40
(FUNDECITRUS, 2011).
Este trabalho apresenta um modelo matema´tico compartimental determinı´stico para analisar a
dinaˆmica temporal da doenc¸a, considerando o sistema planta - psilı´deo. Com base no sistema de
equac¸o˜es diferenciais ordina´rias que descreve o modelo, foram criados cena´rios de simulac¸a˜o e
avaliadas algumas condic¸o˜es que podem favorecer a evoluc¸a˜o temporal da doenc¸a no campo.
2. MODELOMATEMA´TICO
A inexisteˆncia de modelos matema´ticos para avaliac¸a˜o do sistema citros - HLB e´ atribuı´da a`
complexidade da transmissa˜o do pato´geno pelo inseto vetor e e´ vista na literatura atual (NATI-
ONAL RESEARCH COUNCIL, 2010) como um desafio a ser alcanc¸ado a longo-prazo. As-
sim, com base nos trabalhos de Ross (BACAE¨R, 2010) e Vandermeer e Power (1990) para
estudos da transmissa˜o da mala´ria em humanos e de doenc¸as na cultura do milho, respectiva-
mente, desenvolveu-se um modelo matema´tico compartimental determinı´stico para descrever
a dinaˆmica da propagac¸a˜o do HLB no sistema citros - psilı´deo Diaphorina Citri. Para tal, o
modelo considera a fase de incubac¸a˜o da doenc¸a na planta, perı´odo desde a infecc¸a˜o da planta
pelo psilı´deo infectado, ate´ o aparecimento de sintomas.
A Figura 1 apresenta os compartimentos considerados no modelo, que sa˜o descritos matemati-
camente pelo sistema de equac¸o˜es diferenciais em (1).
Figura 1: Modelo Matema´tico
Dessa maneira, o modelo normalizado proposto e´ formado pelo seguinte sistema de equac¸o˜es
diferenciais ordina´rias: 
dc1
dt
= N2b2 f2i1(1− c1− c2)− 1ts c1,
dc2
dt
=
1
ts
c1−m1c2,
di1
dt
= N1b1 f1(1− i1)(c1 + c2)−m2i1,
(1)
onde: N1 e N2 sa˜o as densidades de populac¸o˜es de plantas de citros e insetos por unidade de
produc¸a˜o (UP), respectivamente (ambos assumidos constantes); c1 e´ a populac¸a˜o de plantas em
estado de incubac¸a˜o da doenc¸a; c2 e´ a populac¸a˜o de plantas sintoma´ticas; i1 e´ a populac¸a˜o de
Insetos infectados com HLB; b1 e´ a frequeˆncia de visitas que um psilı´deo realiza por planta; b2
e´ a frequeˆncia de visitas que uma planta recebe por inseto; f1 e´ a probabilidade de aquisic¸a˜o
de HLB pelo inseto; f2 e´ a probabilidade de transmissa˜o de HLB do inseto para a planta; m1 e´
a taxa de remoc¸a˜o de plantas infectadas; m2 e´ a taxa de mortalidade do inseto; ts e´ o tempo de
incubac¸a˜o na planta.
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3. ANA´LISE DE ESTABILIDADE
O sistema de equac¸o˜es descrito em (1) em regime estaciona´rio possui dois pontos de equilı´brio
da forma Pi = (c1,c2, i1), tal que P1 = (0,0,0) e´ a soluc¸a˜o trivial, e a soluc¸a˜o na˜o trivial e´ dada
por P2 = (c∗1,c
∗
2, i
∗
1), onde:
c∗1 =
(b1b2 f1 f2m21t
2
s +b1b2 f1 f2m1ts)N1N2−m21m2ts
(b1b2 f1 f2m21t
2
s +2b1b2 f1 f2m1ts+b1b2 f1 f2)N1N2 +(b1 f1m21ts+b1 f1m1)N1
;
c∗2 =
(b1b2 f1 f2m1ts+b1b2 f1 f2)N1N2−m1m2
(b1b2 f1 f2m21t
2
s +2b1b2 f1 f2m1ts+b1b2 f1 f2)N1N2 +(b1 f1m21ts+b1 f1m1)N1
;
i∗1 =−
(b1b2 f1 f2m1ts+b1b2 f1 f2)N1N2−m1m2
((b1b2 f1 f2m1ts+b1b2 f1 f2)N1 +b2 f2m1m2ts+b2 f2m2)N2
.
Para a ana´lise de estabilidade dos pontos de equilı´brio (EDELSTEIN-KESHET, 1988) foi cons-
truı´da a matriz Jacobiana calculada no pontos P1 e P2. Utilizando-se os crite´rios de Routh-
Hurwitz (EDELSTEIN-KESHET, 1988) sobre as matrizes jacobianas resultantes foram obtidas
expresso˜es complexas, que impossibilitam a interpretac¸a˜o biolo´gica dos resultados obtidos ana-
liticamente. Desta forma, optou-se por avaliar a estabilidade dos pontos de equilı´brio por meio
de simulao˜es nume´ricas.
4. ANA´LISE NUME´RICA DOMODELO
A Tabela 1 mostra os valores usados nas simulac¸o˜es para os paraˆmetros do modelo, com base
na literatura. Ainda, a partir da ana´lise dimensional dos paraˆmetros, tem-se que b1 = (p′p)/N2
e b2 = p/N2, onde p e´ a proporc¸a˜o de plantas visitadas (com psilı´deos) e p′ e´ o nu´mero de
psilı´deos por planta visitada, com p e p′ dados na Tabela 1.
Tabela 1: Valores dos paraˆmetros usados nas simulac¸o˜es
Paraˆmetros Valores Refereˆncia
N1 2000 Plantas/UP (FUNDECITRUS, 2010)
p 0.40 (LARANJEIRA, 2011) 7
p′ 1.52 (LARANJEIRA, 2011) 7
f1 0.30 – 0.43 (NASCIMENTO, 2010)
f2 0.6833 (CAPOOR, RAO, VISWANATH, 1974)
m2 1/4 – 1/3 meses−1 (FUNDECITRUS, 2011)
ts 6 – 18 meses (BELASQUE JR et al, 2010)
As simulac¸o˜es nume´ricas foram realizadas com o uso do software MATLAB, versa˜o 7.8.0
(R2009a), a partir do sistema de equac¸o˜es diferenciais dado em (1). Para observar a dinaˆmica
da incideˆncia da doenc¸a considerando como condic¸a˜o inicial um talha˜o de citros sem infestac¸a˜o,
utilizou-se c1 = c2 = 0.0 e i1 = 1.0, e N2 = 1000.
Visando avaliar o comportamento da dinaˆmica do sistema em relac¸a˜o a` taxa de retirada de
plantas infectadas por unidade de tempo, representado no modelo pelo paraˆmetro m1, foram
analisados dois cena´rios: m1 = 0.0 e m1 = 0.2.
7LARANJEIRA, Francisco Ferraz (Engenheiro Agroˆnomo, Embrapa Mandioca e Fruticultura). Comunicac¸a˜o
pessoal, 2011.
3
00.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
c 0
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
c 1
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
c 2
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
i 0
0 12 24 36
0
0.5
1
Tempo (meses)
i 1
(a) m1 = 0.0
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
 c 0
 
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
 c 1
 
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
 c 2
 
0
0.5
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
 i 0
 
0 12 24 36
0
0.5
1
Tempo (meses)
 i 1
 
(b) m1 = 0.2
Figura 2: Resultado das dinaˆmicas geradas por LHS usando os paraˆmetros definidos na Ta-
bela 1, N2 = 1000 e m1 = 0.0 (a) e m1 = 0.2 (b).
5. RESULTADOS E CONCLUSO˜ES
Para cada um dos cena´rios foram realizadas 1000 simulac¸o˜es por LHS (Latin Hypercube Sam-
pling), de forma a obter o comportamento geral da dinaˆmica para os valores dos paraˆmetros
varia´veis da Tabela 1 ( f1, m2 e ts). O resultado da simulac¸a˜o esta´ representado na Figura 2, cuja
ana´lise deixa clara a importaˆncia de se remover as plantas infectadas.
Se a remoc¸a˜o na˜o ocorre (m1 = 0.0), em menos de 2 anos mais de 95% da plantac¸a˜o estara´
infectada. Analisando o cena´rio onde m1 = 0.2, verifica-se uma mudanc¸a dra´stica na dinaˆmica
geral, uma vez que o ponto de equilı´brio me´dio sera´ (0.295,0.495,0.210), ou seja, em me´dia
o equilı´brio sera´ alcanc¸ado com 29.5% da populac¸a˜o de plantas sauda´veis, 49.5% das plantas
estara˜o infectadas em estado latente e 21% sera˜o sintoma´ticas.
Pela ana´lise das simulac¸o˜es percebe-se que a dinaˆmica do patossistema esta´ intrinsicamente
influenciada pela taxa de remoc¸a˜o das plantas infectadas. Comparando com a Instruc¸a˜o Nor-
mativa no. 53 (MAPA, 2008) que determina a eliminac¸a˜o das plantas da unidade de produc¸a˜o
quando o resultado da ana´lise das amostras laboratoriais for positivo e a UP apresentar mais
de 28% de plantas assintoma´ticas, o modelo mostra que, quando c2(t) = 0.28, a populac¸a˜o de
plantas sadias sera´ de apenas 30%. Tal resultado pode ser inferido pela Figura 2a, onde a linha
vermelha determina c2(t) = 0.28.
Em trabalhos futuros pretende-se refinar o processo de parametrizac¸a˜o do modelo com o uso
de dados provenientes de novos experimentos biolo´gicos. Ainda, sera´ analisada a variac¸a˜o da
distribuic¸a˜o eta´ria das plantas decorrentes do processo de replantio, o que impacta diretamente
na produc¸a˜o da fazenda.
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